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Szamos olyan gyakorlati szamitasi probléma van, amely megoldhat6é olyan geometriai mo-
dellben, amelyben csak egyszer(i objektumok, pontok, egyenesek, szakaszok, szogek, szogtar-
tomanyok, poligonok szerepelnek. llyen feladatokat vizsgalunk. Nem foglalkozunk olyan felada-
tokkal, amelyek lebeg6pontos aritmetikat igényelnének.



1. Alapfogalmak

Pont: (x,y) e RxR

Szakasz

Legyen p1, p2 pont. A p1 €s P2 pont altal meghatérozott szakasz:

Pz ={p=(XYy) :x=apix+(l-a)p2x,y=0apry+(1-a)py),a € R,0<a <1}
Ha p1 és po sorrendje szamit, akkor iranyitott szakaszrél beszéliink, jele: p1 pa.

Egyenes

Egyenes megadéasa:

1. y = mx+ b egyenlettel: azon (X,y) pontok halmaza, amelyekre teljesul az egyenlet.

2. ax+by+ c= 0 egyenlettel.

3. Egyenes megadéasa két pontjaval: e(ps1, p2)



2. Feladat: Pontok 6sszekdtése zart, nem-metsz 6 poligonna.

Adott a sikon n darab pont, amelyek nem esnek egy egyenesre. A pontok (X,Y) koordinataikkal
adottak, amelyek egész szamok. A pontokat a 1,...,n szamokkal azonositjuk. Kosstink 6ssze
pontparokat egyenes szakaszokkal gy, hogy olyan zart poligont kapjunk, amelyben nincs met-
sz6 szakaszpar. Egy ilyen zart, nem-metszd poligon megadhaté a pontok azonositoinak egy
felsorolasaval: a felsorolasban egymast kdvetd pontokat kotjik 6ssze egyenes szakaszokkal,
tovabba, az utolsot az elsével is 6sszekotjik.

Bemeneti specifikacio

A poligon.be szoveges allomany elsd sora a pontok N(3 < n < 1000 szamat tartalmazza. A
tovabbi n sor mindegyike két egész szamot tartalmaz, egy pont X és y koordinatait, (—20000<
X,y < 20000. A pontok nem esnek egy egyenesre.

Kimeneti specifikacid

A poligon.ki szOveges éllomanyba a bemenetre kiszamitott zart, nem-metsz6 poligont leird
sorozatot kell kiirni.



Példa bemenet és kimenet

poligon.be poligon.ki

6 314562
2 0

14

0 2

32

2 4

2 6

Megoldas

Vélasszuk ki a legkisebb X-koordinatdju pontot, ha tébb ilyen van, akkor ezek kézil valasszuk a
legkisebb y-koordinatajit. Ezt nevezziik (bal-alsé) sarokpontnak és jeldljuk Q-val. Hizzunk (fél)
egyenest a Q sarokpontbdél minden ponthoz.

Rendezzik az egyeneseket a Q ponton athaladd, x-tengellyel parhuzamos egyenessel bezart
(el6jeles) szog alapjan.



pi

> oQ,pi)
Q Q
) Q. p)

pi

1. bra. A pj ponthoz tartoz6 el6jeles szég: @(Q, pi).

Rendezziik a pontokat Ggy, hogy a Q sarokpont legyen az els6, és pj el6bb legyen mint p;
akkor és csak akkor, ha
A @Q,pi) <PQ,pj), vagy
@(Q,pi) = P(Q, pj) és pi kozelebb van Q-hoz, azaz pi.X < pj.X, vagy
P(Q, pi) = @(Q, pj) és pi.Xx= pj.Xés pi.y < pj.y.
Ha ebben a sorrendben koétjik 6ssze a pontokat, kivéve, hogy az utolsé egyenesen lévd ponto-
kat forditott sorrendben vesszuk, akkor egy zart, nem metsz6 poligont kapunk.













































Hogyan donthet eI hogy @(Q, pi) < @(Q, pj)?
Minden i > 1-re —5 <QQ,pi) < 2 és ebben a tartoméanyban a tangens fliggvény szigoruan

P

piy—Qy

) pi-x—Q.x
Q pjx—Qx

2. dbra. A @(Q, pi) és @(Q, pj) szdgek viszonya.

monoton novekvo, tehat
@(Q, pi) < ®(Q, pj) akkor és csak akkor, ha

tan(@(Q, pi)) = E:i gi S;:ﬁ:g:iztar(cp@, Pi))

Mivel Q sarokpont, igy pi.Xx—Q.x> 0 és pj.x—Q.Xx> 0, tehat

®Q, pi) < ¥Q,pj)



akkor és csak akkor, ha

(pi.y —Qy)(pj-x—Qx) < (pj.y — QY)(pi-x— QX)
Tehat a pontok rendezése: pj megel6zi pj-t akkor és csak akkor, ha
(Piy—QY)(Pj-Xx—=QXx) < (pj.y—QY)(pi.x—QXx)V

(PLYy—QY)(Pj-Xx—Q.X) = (pj.y—Q.Y)(pi-Xx—QX)Api.X< pj.XV
(PYy—QY)(Pj-Xx—QXx) = (pj.y—QY)(pi-Xx—QX)Api.X= pj.XApPi.y < pj.y



Program Poligon;
Const
MaxN=10000; {a pontok max. szama}
Type
Pont=Record
x,y:Longint; {a pont koordindtai}
az:Longint; {a pont azonositdja}

End;
PontHalmaz=Array[l..MaxN] of Pont;
Var
N:Longint; {a pontok szama}
P:PontHalmaz; {a bemeneti ponthalmaz}
P0O:Pont; {sarokpont}
Procedure Beolvas; {Global: P, N}
Var InpF:Text; {bemeneti &llomany}
i:word;
Begin

Assign (InpF,’poligon.be’); Reset (InpF);
ReadLn (InpF,N) ;
For i:=1 To N Do Begin
Read (InpF,P[i].x, P[i].y); Pli].az:=1; End;
Close (InpF)
End {Beolvas};



Procedure KilIr(j:Word); {Global: P, N}
Var
OutF:Text;
i:Word;
Begin
Assign (OutF, 'poligon.ki’); Rewrite (OutF);
For i:=1 To j Do
Write (OutF, P[i].az:1," ");
For i1:=N DownTo j+1 Do
Write (OutF, P[i].az:1," ');
WriteLn (OutF);
Close (OutF);
End{KilIr};



Procedure SarokPontRendez (Var P:PontHalmaz; N:Word);
{ A P ponthalmaz bal-alsd sarokpontjdra vonatkozd
poldrszog szerinti rendezése }
Var
Q:Pont; {a sarokpont}
1,10:Word;
Function Kisebb (i, j:Word) :Boolean;
(A (Q,P[i]) sz8g kisebb, mint a (Q,P[j]) sz86g?}

Begin
Kisebb:=
((P[i].y=0.v)*(P[§].x-0.x) < (P[§].y=Q.y)*(P[i].x-0.x))
Or (
((PI1].y=-Q.y)*(P[J].x-Q.x)=(P[J].y-Q.y) *(P[1].x-Q.x)) And
((P[1].x<P[]J].%)0r ((P[1].x=P[]].x) and (P[1].y<P[]].y)))

)
End;



Function Feloszt ( Bal,Jobb : Word):

Var
E : Pont;
i, j,Fe : Word;
Begin
Fe := (Bal+Jobb) Div 2;
i := Bal-1; J := Jobb+l;
While True Do Begin
Repeat
Inc (1)
Until (Fe=1)0r Kisebb (Fe, 1);
Repeat
Dec (7)
Until (Fe=7j)O0r Kisebb(j, Fe);
If i < j Then Begin
E :=P[i]; P[1i]:=P[3j]; P[]]
End Else Begin
Feloszt:= j; Exit
End;
End;
End (* Feloszt *);

Word

.
14



Procedure Rendez (Bal,Jobb : Integer);
Var
f : Word;
Begin
f:= Feloszt (Bal, Jobb);
If Bal<f Then
Rendez (Bal, f);
If £f+1 < Jobb Then
Rendez (f+1, Jobb)
End (* Rendez *);
Begin{SarokPontRendez}
i0:=1; {a bal-alsd sarokpont meghatarozésa}
For 1:=2 To N Do
If (P[1].x<P[10].x)or
((P[i].x=P[i0].x)And(P[1i].y<P[i0].y)) Then
i0:=1;
Q0.x:=P[i0].x; Q.y:=P[i0].y; Q.az:=P[i0].az;
P[i0]:=P[1]; P[1]:=0;
Rendez (2, N)
End{SarokPontRendez};



Procedure Szamol;
{Global: P, N }
Var
j:Word;
Begin{Szamol}
SarokPontRendez (P, N) ;

j:=N-1;

While ((P[N].y-P[1].y)*(P[3].x-P

KiIr(j);
{Output: S[1..73],S[N..3+1]}
End{Szamol};

Begin{Program}
Beolvas;
Szamol;

End.



Gyakran el6fordul, hogy a sikon adott p; és p2 pontra el kell dénteni, hogy a p1 ponthoz képest
a p2 pont milyen forgésiranyba esik. Tekintsik a 3. abran lathaté p; és p2 vektorokat. A p1 X

p2 keresztszorzat a (0,0), p1, P2 és p1+ P2 = (P1.X+ P2.X, P1.y + P2.y) pontok altal alkotott
paralelogramma eldjeles teriileteként értelmezhetd.

y h+ P2

P1

(0,0) X
() (b)

3. dbra. (a) A p1 és p2 vektorok keresztszorzata a paralelogramma eldjeles terulete. (b) A
vilagos tartomany azokat a pontokat tartalmazza, amelyek a p-tdl érajarassal egyez6 iranyba
esnek, a sOtétebb pedig azokat, amelyek orajarassal ellentétes iranyba esnek p-tél.

pLXxp2 = det( XX )

Y1 Y2
= X1y2 —Xoy1
= —P2xXp1.

p1 X p2 > 0 < p2 az 6rajarassal ellentétes iranyban van pi-hez képest.
p1x p2 =0 < a (0,0), p1 és p2 pontok egy egyenesre esnek (kollinearisak).
D1 X D < 0« Do az oraiaras iranvban van bi1-hez képest.



Még altalanosabban, adott két csatlakozé iranyitott szakasz, pop1 és p1p2. Milyen iranyba
fordul p1p2 a pop1-hez viszonyitva?

A vélasz (p1— Po) X (P2 — Po) = (P1.X— Po-X)(P2.Y — Po.Y) — (P2.X— po-X)(P1.y — Po.y) ke-

p2

p2

po po

4. abra. Csatlakoz6 szakaszok forgasiranya.

resztszorzat el6jele alapjan megadhato.

(p1— po) % (P2 — po) > 0: P1pz balra fordul,
(p1—po) X (P2 — Po) = 0: Pop1 és P1ps kollineérisak,
(PL— Po) x (P2 — po) < 0: P1pz jobbra fordul.



Function ForgasIrany(P0,P1,P2:Pont) :Integer;
{Kimenet: +1 ha P1-P2 balra fordul,

0 ha PO,Pl és P2 kollinedrisak,
-1 ha P1-P2 jobbra fordul.}

Var
KeresztSzorz:Longint;

Begin{ForgasIrany}
KeresztSzorz:=(P1.x-P0.x)*(P2.y-P0.y)-(P2.x-P0.x)* (P1.y-P0.Vy);
If KeresztSzorz < 0 Then

ForgasIrany:=-1
Else If KeresztSzorz>0 Then
ForgasIrany:=1
Else
ForgasIrany:=0;
End{ForgasIrany};



3. Feladat: Pont helyzetéenek megallapitasa.

Adott a sikon egy zart, nem-metszd poligon a csucsainak ps,..., Py Orajarassal ellentétes fel-
sorolasaval és adott egy g pont. Elddntendd, hogy a g pont a poligon belsejéhez tartozik-e? A
poligon valamely oldalara esé pont nem bels6 pontja a poligonnak.

Megoldas

Valasszunk egy olyan (o pontot, amely biztosan nem tartozik a poligon belsejéhez és a poligon
egyetlen csucsa sem esik a (pQ szakaszra, legfeljebb ha g megegyezik valamelyik csuccsal.
(Van ilyen pont.)

Ha a (pQ szakasz a poligon paratlan szamu oldalat metszi, akkor q belsé pont, egyébként kilso.



ot

q0

5. &bra. A (p( szakasz a poligon pératlan sok oldalat metszi, tehat belsd pont.



»‘
q0

6. bra. A poligonnak tdbb csucsa is a (o szakaszra esik.



A Qp kuls6 pont vélasztasa.

Legyen go.y = max{pi.y|pi.y < q.y,i =1,...n} és go.x=min{p;.x[i=1,...n} — 1.

Ha a poligonnak nincs olyan csucspontja, amelynek y-koordinataja kisebb, mint q.y, akkor q biz-
tosan kulsé pont. A g0 pont ilyen valasztasa esetén legfeljebb a g pont esik a poligon valamelyik

o

q0

7. 4bra. A g pont vélasztasa:
Qo.y = max{pi.y|pi.y<q.y,i=1...n} ésgo.x=min{pi.xi =1,...n} — 1.

oldaléra. Ezt az esetet kulon ellendrizziik. Egyébként, a poligon barmely P pi+1 oldalanak akkor
és csak akkor van koz6s pontja a fpq szakasszal, ha p; és pi+1 az €(do,q) egyenes kiilonbozé

oldalara esik és a qp és q pont az €(pj, Pi+1) egyenes kilonbozé oldaléra esik. Ez a feltétel a
FORGASIRANY eljarés felhasznaladsaval egyszerlien kiszamithato:

(ForgasIrany(P[i],P[ii],90) *ForgasIrany(P[i],P[1ii],Q)<0) And
(ForgasIrany (g0, Q, P[i])*ForgasIrany(g0, Q, P[ii]) <0 )



Annak eldontése, hogy a P1 és P, pontok altal megadott szakaszon van-e a Q pont.

pl
max(pl.y,p2.y)
q
q.y
min(p1.y,p2.y) p2
min(pl.x,p2.x) gx  max(pl.x,p2.x)

8. &bra. A g pont a P1 P2 szakaszra esik, ha p1, p2 és g kollinearisak és min(py.x, p2.X) < g.x <
maxp1.X, P2.X) és Min(py.y, p2.y) < g.y < maxpa.y; p2.y).

Function Szakaszon (P1,P2,Q:Pont) :Boolean;
{Kimenet: akkor és csak akkor Igaz, ha a Q pont a P1-P2 szakaszon van.}
Begin{Szakaszon}

Szakaszon:= ((P1.x-Q.x)*(P2.y-Q.y)-(P2.x-Q.x)*(P1.y-Q.y)=0) And
(Abs (P1.x-0.x)<=Abs (P2.x-P1.x)) And
(Abs (P2 .x-Q.x)<=Abs (P2.x-P1.x)) And
(Abs (P1.y-Q.y)<=Abs (P2.y-Pl.y)) And
(Abs (P2.y-Q.y) <=Abs (P2.y-P1.y))

End{Szakaszon};



Annak eldontése, hogy a kollinearis Py, Py, P> pontok esetén P; kézelebb van-e Py-hoz, mint Po:

Function Kozel (PO, P1, P2:Pont) :Boolean;
{ Feltétel: (PO,P1,P2) kollinedris
Kimenet: P1 kOzelebb van P0O-hoz, mint P2 }
Begin
Kozel:= (Abs(P1l.x-P0.x)<Abs(P2.x-P0.x)) or
(Abs (P1.y-P0.y)<Abs (P2.y-P0.y)) ;
End{Kozel};



Function Ponthelyzete (Var P:PontHalmaz; N:Longint; Q:Pont):integer;
{Kimenet: -1 ha Q a poligon belsejében van,
0 ha az oldalén,
1 ha kivil van }
Var y0,x0:Int64;
i,1i,metsz:Longint;
q0:POnt;
Begin
Ponthelyzete:=0;
v0:=q.y; x0:=P[0].x;
For 1i:=0 To N-1 Do Begin {kiilsd pont valasztds}
If (P[i].y<Q.y) And ((P[i].y>y0) Or (y0=Q.y) ) Then
y0:=P[i].y;
If (P[1i].x<x0) Then x0:=P[i].x;
End{for 1i};
If (y0=Q.y) Then Begin {Q ko&lsd pont}
Ponthelyzete:=1; exit
End;
g0.y:=y0; g0.x:=x0-1; {g0 a kiilsd pont}



Ponthelyzete:=0; metsz:=0;
For 1:=0 To n-1 Do Begin
ii:=(i+1)mod n;
If (Szakaszon(P[i], P[ii1], Q) ) Then exit;
If (ForgasIrany(P[i],P[ii],q0)*ForgasIrany(P[i],P[1ii],Q)<0) And
(ForgasIrany (g0, Q, P[i])*ForgasIrany(q0, Q, P[ii]) <0 ) Then
Inc (metsz);
End{for 1i};
If Odd(metsz) Then
Ponthelyzete:=-1
Else
Ponthelyzete:=1;
End{ Ponthelyzete};

A algoritmus futasi ideje legrosszabb esetben is a poligon cslcsainak n szamaval aranyos,
tehat O(n).
Vegyik észre, hogy a bal-als6 sarokponthoz viszonyitott polarszég szerinti rendezés rendezési
relaciéja megadhatd a FORGASIRANY és a KozeL (vagy KozTe) m(iveletekkel:

forg:=ForgasIrany (sarok,pl[i]l,pl[J]);
(forg>0) Or (forg=0) And Kozel (sarok,pli],pl]]);



4. Metsz 6 szakaszparok
Eldontendd, hogy metszi-e egymast adott p1p2 és q1q2 szakasz?

\/\/

9. dbra. Szakaszparok metszésének 0t lehetséges esete.
Function SzakaszParMetsz (P1,P2, Q1,02 : Pont):Boolean;
Var fpqgl, fpg2, fapl, fqp2:integer;
Begin
fpgl:=ForgasIrany(P1,P2, Ql); fpg2:=ForgasIrany(P1,P2, Q2);
fgpl:=ForgasIrany(Ql,Q2, P1l); fgp2:=ForgaslIrany (Ql,02, P2);
SzakaszParMetsz:=(fpql*fpg2<0) and (fgpl*fqgp2<0) or
Szakaszon (P1,P2, Ql) or Szakaszon(P1l,P2, Q2) or
Szakaszon (Q1,0Q02, P1l) or Szakaszon(Ql,Q2, P2);
End;



5. Ponthalmaz konvex burka

Definicio . Egy egyszerl (nem metsz6) poligon konvex, ha barmely két belsé pontjat 6sszekotd
szakasz minden pontja a poligon belsejében, vagy hataran van.

Definicié . Egy P = {p1,..., pn} ponthalmaz konvex burka az a legsz(ikebb Q konvex poligon,
amely a ponthalmaz minden pontjat tartalmazza.

Megoldas. Els6 lépésként rendezziik a ponthalmazt a bal-als6 sarokpontra vett polarszdg sze-
rint, majd minden egyenesen csak a sarokponttdl legtavolabbi pontot hagyjuk meg, a tébbit
toroljuk. Az igy torolt pontok biztosan nem lehetnek csicspontjai a konvex buroknak. Legyen
(01,...,0qm) az igy kapott pontsorozat polarszdg szerinti rendezésben. Mindaddig, amig van
harom olyan cirkularisan egymast kévetd ¢, Qi1 Gi+2 pont, hogy Gi+10i+2 nem balra fordul
cm-hez képest, hagyjuk el a gj+1 pontot.

Az algoritmus futasi ideje O(nlgn), ha a polarszog szerinti rendezést olyan algoritmussal valé-
sitjuk meg amelynek futasi ideje O(nIgn).



10. &bra. Ponthalmaz konvex burka.
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11. 4bra. A pontok halmazanak rendezése polarszdg szerint.



©

12. 4bra. Minden egyenesen csak a legtavolabbi pont marad meg.
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Function KonvexBurok (Var P:PontHalmaz; N:Longint):Longint;
{Bemenet: P[0],...,P[N-1],
Kimenet: P[0],...,P[M-1] a konvex burok csucsai }
Var
M, i:Longint;
xy:Pont;
Begin{KonvexBurok}
SarokRendez (P,N); {A ponthalmaz bal-alsé sarokpont szerinti rendezése}
M:=1;
For i:=2 To N-1 Do Begin
While (M>1)And(ForgasIrany(P[M-1], P[M], P[i])<=0) Do
Dec (M) ;
Inc (M) ;
xy:=P[M]; P[M]:=P[1]; P[1]:=xy;
End{for};
KonvexBurok:=M+1;
End{KonvexBurok};



6. Feladat: Fekete-fehér parositas a sikon.

Adott a sikon n darab fehér és n darab fekete pont Ggy, hogy barmely harom pont nem esik
egy egyenesre. Parositani kell a fehér pontokat fekete pontokkal Ggy, hogy a parokat 6sszekotd
szakaszok ne metsszék egymast! A pontokat a 1,...,Nn szamokkal azonositjuk.

Bemeneti specifikacio

A paros.be szdveges allomany elsd sora a fehér (és fekete) pontok n(2 < n < 10000 szamat
tartalmazza. A tovabbi 2n sor mindegyike két egész szamot tartalmaz, egy pont X és Yy koor-
dinatait, (—20000< x,y < 20000. Az els6 n sor a fehér, a masodik n sor a fekete pontokat
tartalmazza.

Kimeneti specifikaciod

A paros.ki szOveges allomanyba pontosan n sort kell kiirni, minden sorban egy fehér és a
hozza pérositott fekete pont sorszama alljon.



Példa bemenet és kimenet

paros.be paros.ki
5 12
6 17 2 4
02 32
14 1 41
-2 23 55
-7 19

32 13

26 14

30 24

21 22

14 26



Megoldas
Legyen P={p1,...,Pn,--., Pon} @ pontok halmaza.

6.1. lemma. Létezik olyan pj és p; kiilonb6z6 szinli pontpér, hogy az €(pi, pj) egyenes mind-
két oldalan a fehér pontok szama megegyezik a fekete pontok szamaval.

Bizonyitas. Rendezziik a pontokat a bal-alsé sarokponthoz viszonyitott polarszog szerint. Te-
gyuk fel, hogy a rendezésben az els6 pont fekete. Jeldlje di,i = 1,...,2n. az elsé i pont kozul
a feketék szamabdl kivonva a fehérek szamat. Tehatd; =1, doy =0és di,1 =di+1ha az
| + 1-edik pont fekete, egyébként di; 1 = di — 1. Ha a rendezésben utolsd, azaz 2n-edik pont
fehér, akkor az 1. és 2n-edik pontpar megoldas. Ha a 2n-edik pont fekete, akkor don_1 = —1,
de mivel d = 1és dj.1 =d; =1, igy van olyan 1 < i < 2n— 1 index, hogy di = 0. Ha az i-edik
pont nem fehér, akkor a keresést az [1,i — 1] intervallumban kell folytatni, ami véges sok lépés
utan végeter. [ ]



13. 4bra. Parositandd pontok


















PAROSITAS(P,N)
Procedure Parosit(bal, jobb);
begin {Parosit}
if jobb=bal+1 then begin
Kilr(Bal,Jobb); exit;

end;
SarokPontRendez(P, bal jobb);
d:=1; i:=bal+1

while true do begin
if (P[bal].az>n) Xor (P[i].az>n) then
d:=d-1
else
d:=d+1;
if (d=0)and (P[bal].az>n) Xor (P[i].az>n) then break ;
i=i+1;
end {while}
Kilr(bal, i);
if bal+1 < i-1 then Parosit(bal+1, i-1);
if i+1 < jobb then Parosit(i+1,jobb);
end {Parosit}
begin {Parositas}
Parosit(1, 2*n);
end {Parositas}



Az algoritmus futasi ideje O(n? Ign).



7. Feladat: Bekerités

Adott a sikon a P = {ps,..., pn} ponthalmaz és egy q(q ¢ P) pont. Hatdrozzunk meg harom
olyan a,b,c € P pontot, hogy a g pont az /\(a,b,c) haromszdgbe, vagy oldalara esik, de a P
ponthalmaz egyetlen mas pontja sem esik a /A(a,b,c) haromszdgbe, vagy oldalara!

Megoldas.

1. Allitas. Ha van olyan (tetsz6leges) a, b, c € P pont, hogy q az /\(a,b,c) haromszogbe, vagy
oldalara esik, akkor ez finomithat6 Ugy, hogy a feltétel teljesuljon.



14. dbra. A haromszog finomitdsa. Minden p € P pontra, amely az /A(a,b,c) haromszdgbe,
vagy oldalara esik, q € A(a,b, p), vagy q € A(b,c, p) vagy q € A(c,a, p) teljesdl.



2. Allitds. Akkor és csak akkor van megoldas, ha a g pont a P ponthalmaz konvex burkan
belll, vagy oldalan van.

15. abra.



A konvex burok eléallitdsa nélkul, gyorsan (lineéris idében) kereshetd harom olyan a,b,c € P
pont, hogy g € A(a,b,c). Legyen a:= p1, majd keressiink olyan b € P pontot, hogy a, b és q
nem esik egy egyenesre. Ha nincs ilyen b pont, akkor nincs megoldas.

Ezutan minden p € P pontra (p # a, p # b) hatarozzul meg, hogy a (g,a) és (q,b) egyenesek
altal meghatarozott siknegyedek melyikébe esik p.



16. abra. Az eddig vizsgalt pontok a <((b, g, a) tartomanyba esnek. Ujabb p pont esetén:

1. eset. Forgaslranyq,a, p) > 0 és Forgaslrany(q, b, p) < 0: nem médosul semmi.

2. eset. Egyébként, ha Forgaslranyq,a, p) < 0 és Forgaslranyq, b, p) > 0: c:= p és vége.
3. eset. Egyébként, ha Forgaslrany(g,a, p) < 0: a:=p.

4. eset. Egyébként, (ha Forgaslrany(q,b, p) > 0): b:= p.



Ha nem a 2. esettel ért véget a keresés, akkor nincs megoldas, mert minden pont (Té—tél
—
balra és gqb-t6l jobbra van.

Program Kerites;
Const
MaxN=100000; {a pontok max. szdama}
Type
Pont=Record
x,y:Longint; {a pont koordindtai}
az:Longint; {a pont azonositdja}
End;
PontHalmaz=Array[l..MaxN] of Pont;
Var
P:Ponthalmaz;
N:Longint;
Q:Pont;



Function ForgasIrany(P0,P1,P2:Pont) :Integer;
{Kimenet: +1 ha P1-P2 balra fordul,

0 ha PO,Pl és P2 kollinedrisak,
-1 ha P1-P2 jobbra fordul.}

Var
KeresztSzorz:Longint;

Begin{ForgasIrany}
KeresztSzorz:=(P1.x-P0.x)*(P2.y-P0.y)-(P2.x-P0.x)* (P1.y-P0.Vy);
If KeresztSzorz < 0 Then

ForgasIrany:=-1
Else If KeresztSzorz>0 Then
ForgasIrany:=1
Else
ForgasIrany:=0;
End{ForgasIrany};

Function Haromszogben (a,b,c,q:pont) :boolean;
begin{Haromszogben}
Haromszogben:=(ForgasIrany(a,b,q)>=0) and
(ForgasIrany(b,c,q)>=0) and
(ForgasIrany(c,a,q)>=0)
end{Haromszogben};



procedure BeOlvas;
var
BeF:Text;
i:integer;
begin{BeOlvas}
assign(BeF,’kerites.be’); reset (BeF);
readln (BeF,0Q.x,0Q.v);
readln (BeF,N);
for i:=1 to N do begin
readln(Bef, P[i].x, P[i].y);
Pli].az:=1;
end;
close (BeF);
end{BeOlvas};



Var
a,b,c:Pont;
i:longint;
firgap, firgbp:integer;
firaqgp, firbgp, fircgp:integer;
begin{program}
Beolvas;
a:=P[1];
b.az:=0; c.az:=0;
for i:=2 to N do
if ForgasIrany(Q,a,P[i])<>0 then begin
b:=P[i]; break;
end;
if b.az=0 then begin
writeln (’Nincs megoldasl’); halt;
end;
if ForgasIrany(Q,a,b)<0 then begin
a:=pb; b:=P[1];
end;



{befoglald héromszdg keresés}
for i:=1 to N do begin
firgap:=ForgasIrany(Q,a,P[i]);
firgbp:=ForgasIrany(Q,b,P[1i]);
if (firgap>=0)and(firgbp<=0) then begin
{semmi}
end else if (firgap<=0)and(firgbp>=0) then begin
c:=P[1]; break;
end else if firgap<0 then begin

a:=P[1];

end else begin
b:=P[i]

end;

end{for i};
if c.az=0 then begin

writeln (’Nincs megoldas’); halt;
end;



{Haromszdg finomitdas}
for i:=1 to N do
1f (i<>a.az)and(i<>b.az)and(i<>c.az)and
Haromszogben(a,b,c,P[i]) then begin
firagp:=ForgasIrany(a,q,P[i]);
firbgp:=ForgasIrany (b, q,P[1]);
fircgp:=ForgasIrany(c,q,PI[1]);
if firagp>=0 then begin
if firbgp<=0 then

c:=P[1]
else
a:=P[1]

end else begin
if fircgp>=0 then

b:=P[i]
else
a:=P[1]
end;
end;

writeln(a.az,’” ’,b.az,’ ',c.az);
end.



Tetsz6leges q pontra vonatkoz6 polarszdg szerinti rendezés rendezési relacidja is megad-
hat6 a FORGASIRANY és a KozEL felhasznalasaval.
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17. dbra. A g pontra vett polarszdg szerinti rendezés. A pont mellé irt szam a pontnak a
rendezésbeli sorszama.



Function PolarRend(Q,P1,P2:Pont) :Integer;
{A Q ponthoz viszonyitott polarszog szerinti rendezésben Pl és P2 viszonya
Var Fir:Integer; Begin
If (P1.x=P2.x)and(P1l.y=P2.y) Then begin
PolarRend:=0; Exit; End;
Fir:=Forgasirany(Q,P1,P2);
Case Fir of
-1: If (pl.y<=q.y) and (p2.y>g.y) Then
PolarRend:=-1
Else
PolarRend:=1;
0 : If Kozel(q,pl,p2)and Kozel(p2,pl,q) or
Kozel (pl, g,p2) and Kozel (p2,q,pl)and(pl.y<=q.y)
Then
PolarRend:=-1
Else
PolarRend:=1;
+1: If (pl.y<=q.y) or (p2.y>q.y) Then
PolarRend:=-1
Else
PolarRend:=1;
End{case};
End{PolarRend};



8. Feladat: Lathato négyzetek

Adott a sikon n négyzet, amelyeknek oldalai parhuzamosak a koordinatarendszer tengelyeivel.
Minden négyzet sarokpontjainak koordinatéi pozitiv egész szamok. A négyzetek nem fedik és
nem is érintik egymast, azaz oldalaiknak sincs kdz6s pontja. Ki kell szamitani, hogy hany olyan
négyzet van, amelynek legaldbb egy pontja lathaté az orig6bdl!

18. 4bra. Négyzetek.



Megoldas.
Vegylk észre, hogy négyzet helyett a négyzet bal-felsd és jobb als6 sarkat 6sszekotd atloval

dolgozhatunk a megoldas soran. Ugyanis, barmely négyzet akkor és csak akkor lathato, ha az
atlgjanak valamely pontja lathato.

N
N

19. abra. A négyzetek helyett atlok.



Els6 Iépésként rendezziik a négyzeteket (atlés szakaszokat) a kbvetkezéképpen. Az a négy-
zet akkor és csak akkor elé6zze meg a b négyzetet, ha a atléjan atmend egyenes kozelebb van
az origbhoz, mint b atléjan atmendé egyenes, vagy
a és b atléjan atmené egyenes megegyezik és a jobb alsé sarkanak y-koordinataja kisebb, mint
b jobb alsé sarkanak y-koordinataja.

20. dbra. Négyzetek rendezése.



Jeldlje p; a rendezésben i-edik négyzet jobb alsé sarokpontjat, g; pedig a bal fels6 sarok-
pontjat. Tovabba legyen a; az X-tengely valamint az origén (0,0) és a p; ponton atmend egye-
nesek altal alkotott szog. Hasonl6an, (3; legyen az x-tengely valamint a (0,0) origén és a p;
ponton atmend egyenesek altal alkotott sz6g. Tehat a rendezésben i-edik négyzet atl6ja altal

y ¢

pi

Bi

Y%

(0,0 X

21. bra. Négyzethez tartoz6 szogtartomany.

meghatarozott szogtartomany az [, 3;] intervallum.
Allitas. Az i-edik négyzet akkor és csak akkor nem lathato, ha az [o1, 1], ..., [0i_1, Bi_1] sz6g-

tartomanyok egyesitése tartalmaz olyan [@;j,j] szogtartomanyt, amely tartalmazza az [a;, [3;]
intervallumott, azaz @; < dj és Bj < ;.
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Tehat az elvi algoritmus a kovetkez6.

begin
A négyzetek rendezése;
T:=0
szaml:=0;
for i:=1 to n do begin
{T = Ui [0, B}
M:= {[(p,l.lJ] SR [(pv LIJ] n [GhBi] # 0}’
it M= {[@ W]} és [0, Bi] € [@ Y] then
{az i-edik négyzet nem lathatd}
else begin {az i-edik négyzet lathatd}
Inc(szaml);
{[ai, Bi] és az M-beli intervallumok egyesitése}
y:=min{@: [@, ] € M,ai};
5:=max{y: [.y] € M.Bi};
T:=T-MU{[y,9};
end;
end;
end;

Az algoritmus futasi ideje legroszabb esetben O(3{ ;(i +1g i)) ha a szogtartomanyokat rende-
zetten taroljuk tdombben és binaris keresést alkalmazunk.



Gyorsabb algoritmust kaphatunk, ha az azonos atlés egyenesre esé szakaszokhoz tartozé
szobgtartomanyokat menetenként olvasztjuk 6ssze, egy menetben az azonos atlés egyenesen

s

|évoket olvasztjuk az addig kapott takaré szogtartomanyok rendezett sorozataval. Jeldlje E

E

T
Tl

22. &bra. Két rendezett intervallum-sorozat dsszeolvasztasa.

az aktualis atlés egyenesre es6 szakaszok (szégtartomanyok) rendezett sorozatat, legyen T az
eddig 0sszeolvasztott szégtartomanyok rendezett sorozata. A két sorozat dsszeolvasztasa a
T1 rendezett sorozatot eredményezi. Majd attériink a kdvetkezd atlés egyenesen lévd szaka-
szokra, de ekkor T szerepéta T1lvesziat; T :=T1;T1 := 0. Két rendezett intervallum-sorozat
0sszeolvasztasa a rendezett sorozatok 0sszefésiléséhez hasonléan végezhetd. Az E és T-
beli intervallumokat balrél-jobbra haladva vesszik, mindig az lesz az aktudlis 6sszeolvasztando,
amelyiknek a bal végpontja kisebb. Jeldlje [y,8] az utolsénak Gssszeolvasztott intervallumot,

[0, Bi] az E sorozat aktudlis elemét, [@;, ;] pedig a T sorozat aktudlis elemét.



® Wi 0; P

a; Bi (o Bi
. y o yv1 d1 % 3yl 31
Y o o1 Y 5 o1
2. I i
Y o) Y o)
3.
(@a; < @ ()@ < q;

23. abra. Szogtartomanyok 0sszeolvasztasa. (a) eset: a; < @j; 1. 0< Q2. a;<d<p 3.
0> Pi. (b)eset: aj > @j; 1. 0< @, 2. ¢j <O < Yj, 3. 0> ;.



begin
A négyzetek rendezése;
T :={][0,0], [e0, 0] }; {strazsa a sorozat elejére és végére}
T1:=0;
[v.9] :=[0,0};
szaml:=0;i:=1;] := 2
while True do begin
if a;j < @; then begin
if ® < @ then begin
inc(szaml);
tegyuk [y, 8-t T1 végére;
[v.9] := [0, Bil;
end else begin
if & < [3j then begin

inc(szaml);
d:=Bi;
end

end;

inc(i); if | > nthen break;

if Qj.X+ 0.y # aj_1.X+ 0a;_1.y then begin {attérés a kov. atléra}
T maradékanak atmasolasa T 1-be;
T =TLT1:=0;]:=2
[v,6] :=[0,0];

end;



end else begin {a; > @j}
if & < @j then begin
tegytk [y, d]-t T1 végére;
[v,0] == [@j, Wj];
end else begin
if & < yj then
o:=j;
end;
inc(j);
end
end {while};
end

Az algoritmus futasi ideje legroszabb esetben O(n?).

Hogyan abrazoljuk a szdgeket? Léathatd, hogy az algoritmus szdgekkel csak dsszehasonlitast
végez. Ezért minden o szégeket dbrazolhatunk a sik egy pontjaval, pontosabban barmely olyan
p ponttal, amelyre az X tengely és a p ponton a&tmend egyenes O szdget zar be. Tehat a p1
pont altal abrazolt sz6g akkor és csak akkor kisebb, mint a po pont altal abrdzolt sz6g, ha
P1.Y* P2.X < P2.y* P1.X. igy az algoritmusban elkeriilhet az osztas mivelet, és a mivel a be-
meneti adatok (a négyzetek sarokpontja és oldalhossza) egész szamok, nem kell lebeg&pontos
aritmetikat hasznalni.



Program Negyzetek; Const
MaxN=1000;
Type
Pont=Record
x,y:Longint
End;
SzogTart=Record p,q:Pont End;
Sorozat=Array[l..MaxN] Of SzogTart;

Var
N:Word; { a négyzetek szama }
S:Sorozat; { a szogtartomanyok (4tldk) sorozata}

Eredmeny:Word; { a megoldds }



Procedure Beolvas; {Global: N, S}

Var
BeF:Text;
X, Y, { a négyzet bal alsd sarka }
L, { a négyzet oldalhossza }
i:word;

Begin
Assign (BeF, 'negyzetek.be’); Reset (BeF);
ReadLn (BeF,N);

For i:=1 To N Do Begin
ReadLn (BeF, x,vy, L) ;
S[i].p.x:=x+L;  S[i].p.y:=y;
S[i].qg.x:=x; S[i].q.y:=y+L;

End;

Close (BeF);

End {Beolvas};



Procedure Kilr; {Global: Eredmeny}

Var
KiF:Text;

Begin
Assign (KiF, 'negyzetek.ki’); Rewrite (KiF);
WriteLn (KiF, Eredmeny) ;
Close (KiF);

End{KiIr};



Procedure SzogRendez (Var S:Sorozat); {Global: S, N}
Function Megelozi (i, j:Word) :Boolean;
Begin{Megelozi}

Megelozi:=

(S[i].p.x+S[i].p.yv < S[jl.p.x+S[J]l.p.y) Or

(S[i].p.x+S[i].p.y = S[j].p.x+S[j].p.y) And (S[i].p.y < S[J].p.y)
End{Megelozi};

Function Feloszt ( Bal,Jobb : Word): Word ;

{Kimenet: S[bal..f-1] < S[f] < S[f+l..jobb]l}

Var
Fe, i,f : Word;

Begin
Fe := Bal; {a feloszt™ pont indexe}
f:=Bal;

For i:=Bal+l To Jobb Do
If Megelozi(i, Fe) Then Begin

S[f]:=S[i];

Inc(f);

S[i]:=S[f]
End;

S[f]:=S[Fe]l;
Feloszt:= £f;
End (* Feloszt *);



Procedure Rendez (Bal,Jobb : Integer);
Var
f : Word;
Begin
f:= Feloszt (Bal, Jobb);
If Bal<f-1 Then
Rendez (Bal, f-1);
If £f+1<Jobb Then
Rendez (f+1, Jobb)
End (* Rendez *);
Begin{Rendez}
Rendez (1, N)
End{SzogRendez};

Function Kisebb (P,Q:Pont) :Boolean; {A szdgek
Kisebb:=P.y*Q.x<Q.y*P.x
End{Kisebb};

rendezési feltétele} Begin{Kise



Function Szamol:Word; {Global: N, S }

Var
Szamlalo:Word; { a lathatd négyzetek szdama }
T:Array[boolean] of Sorozat;{ az uj takard szakaszok sorozata}
M,1i,7,1i, 3j:Word;
Nulla,Vegt:SzogTart;
Regi,Uj:Boolean;
G,D:Pont;

Begin{Szamol}
Nulla.p.x:=1; Nulla.p.y:=0; Nulla.qg:=Nulla.p;
Vegt.p.x:=0; Vegt.p.y:=1; Vegt.q:=Vegt.p;
Regi:=False; Uj:=True;
Tlregi,1l]:=Nulla; Tl[regi,2]:=Vegt;
Szamlalo:=0;

G:=Nulla.p; D:=Nulla.p;

{az Osszevont szodgtartomany: [G,D]}

1; {az aktudlis szdgtartomany}

2; A

2; {a takard szdgtartomanyok szama}
{

az aktudlis takard szogtartomany}

i:
e
M:=2;
73:=0; {az Gj takard szogtartomanyok szama}



While True Do Begin
If Kisebb(S[i].p, Tlregi][j].p) Then Begin

If Kisebb(D,S[i].p) Then Begin
Inc(Szamlalo);
Inc(33);
T[ujl[33].p:=G; Tlujl[3j].q:=D;
G:=S[i].p; D:=S[i].q;

End Else Begin
If Kisebb(D,S[i].q) Then Begin

Inc(Szamlalo);
D:=S[i].q;

End;

End;

Inc(i); If i>N Then Break;

If (S[i-1].p.x+S[i-1].p.y<S[i].p.x+S[i].p.y) Then Begin{uj atlo}
Inc(33);
T[ujl[33].p:=G; Tlujl[3j].q:=D;
For ii:=j To M Do T[uj,Jjj+tii-j+1]:=T[regi,ii];
M:=jj+M-3j+1;
G:=Nulla.p; D:=Nulla.p;
uj:=Regi; regi:=Not uj;
J:=2;
33:=0;

End;



End Else Begin
If Kisebb (D, T[regi, j].p) Then Begin
Inc(33J);
T[ujl[J3].p:=G; T[ujll3jjl.q:=D;
G:=T[regi, j]l.p; D:=T[reqgi, jl.q;
End Else Begin
If Kisebb(D,T[regi, jl.q) Then
D:=T[regi, j].q;
End;
Inc(J);
End;
End{While};

Szamol:=Szamlalo;
End{Szamol};

Begin{Program}
Beolvas;
SzogRendez (S) ;
Eredmeny:=Szamol;
Kilr;

End.
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